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Objetivos
Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:
Modelos Mat. de Siste.

* Entender o que significa fisicamente e
matematicamente a transformada de Laplace

— Fragdes parciais
* Fungéo de transferéncia

e o Epcontrar a transformada de Laplace e sua

—Malhas RLC

Motssgen o ssrs inversa
ﬁt — FracoOes parciais
wwses e Encontrar a fungdo transferéncia de um
sistemas:
— Elétricos

— Sistemas mecanicos
e Linearizar sistemas



UFU

Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:

Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equacdo e tabeladas
— Fragdes parciais
* Fungéo de transferéncia
» Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

A transformada de Laplace

* Definicao matematica:

— Transformada:
F(s) =J f()e stdt
0

— lnversa:
1 a+bj
(t). u(t =—,j F(s)eStds
f (t) 2] o, (s)
* VVantagens de Laplace

— Dificuldade de modelar sistema
como equacao diferencial

— Decomposicao do sistema

— Avaliacao direta de determinadas

0.5

funcan et

0z 04 06 0a 1 1.2 14 16 18 2

(-at -bt)

parte real da funcag e funcao 20 no form.ato e

0s 1 158 2

imagi

parte imaginaria da funcao gl

058 1 15 2 real 10 t

Cdédigo: “cap2_codl.m”

. . Entrada . Safda
propriedades do sistema ——Spel Sistema |- m
ri) e{{)
o 1
Entyada Subsistema f—s~| Subsistema [—w Subsistema .—B@a—p
rif) ()

i|= clear; cle; close all; %limpa wvariaveis do ambiente
2 - t=-0:0.0001:2; %intervalc de tempo izado
3 %% formato da funcac e*({-ati=e* (-at-jbt)
4 — 2 = Z2;
5 — b = 30;
E - ¥l = expl-a.*t);
7 - ¥2 = exp(-3*b.*t);
B = ¥ = yl.*yis
g — subplot{3,2,[1 Z]1); plotit,yl); title('funcac e~{({-at)l")
in0 - subplot (3,2, [3])7 ploti{t,real (y2)); title('parte real da funcaoc e~{(-jbt)}")
11 — subplot {3, 2, [51); plot(t,imag{y2)); title('parte imaginaria da funcao e~{|{-jbt)}")
12 - subplot{2,Z,[4 &€]); plot3(t,real(y), imag(y)); grid on; xlabel('t"); ylabel('rezl'); =zlabel('imagi'); title('funcac 2D no formate e~{(-at —j'b:-}')|
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Sinais Sistemas 1

Exemplo 1: calcule a transformada de Laplace para o

Capitulo 2: sinal u(t).
Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equacdo e tabeladas
— Fragdes parciais
* Fungéo de transferéncia
* Modelagem redes elétricas

~Mahas RLC * Exemplo 2: usando as tabeladas, ache a transformada

— Circuitos com AmpQOp

mectniens T inversa de 1/(s+5)?

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos
* Nao-linearidades e i |

linearizagao . o
e Mas o que significa 1/s?

Dica: na tabelada de integrais temos: [ e*du = e*

funcan espaco s (mddulo)

Cédigo: “cap2_cod2.m” 05

- clear; cle; close 21l; %limpa variaveis do ambiente
- [Feal, imaginaria] = meshgrid(-50:1:50 , -50:1:50);
- funcao = 1./{{{real+imaginaria*i) -5)"2);

gurf{real, imaginaria, abks(funcao)); grid on;

05 08

arte imaginaria
P 4 parte real

- xlabel |{'parte rezl');
- yvlabel ('parte imaginaria');

=1 ™ N s G R
I

- zlabel {'funcaoc espaco = (mddulo) ");

05
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inai i '{] ),
Sinais Sistemas 1 ¢ Ta be | d d as . Teoremas de Laplace
ltem n.° Teorema
Capitulo 2: ©
Modelos Mat. de Siste. _ - Fls) — ~si
oaelos ek 6e siste Tabela transformadas de Laplace . D] = Fs) L_f(!)e df
* Transf. Laplace 7
:érgggzgépo;c it:\it;eladas item ne ft) Fis) 2. EIkf(D)] = kl'(s)
* Funcéo de transferéncia o 3. glfl(t) +f2(”] = F](S) + Fz(s)
* Modelagem redes elétricas 1. 3(;) | 4. £l e""f(;)] = Fls + a)
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp l 5. E[f(r— ) = e—"TF(s)
* Modelagem de sistemas 2. u(t) S 1
mecanicos ¥
— Sistemas mecanicos | 6. Llftan] N EF(E)
classicos 3. fu(t) = .
« Sistemas Eletromecanicos 3 'df
« Néo-linearidades e ' 7. £ ‘_{'] = §F(s) - f(0-)
linearizagao B L=
4. "uli) grtl - 2
8. ¥ %] = 52F(s) = sf(0—) — f(0—)
5. e""‘u(f) s+a ~du
n
9. 33[——‘£] = P'F(s)— > skl
w dr" k=1
6. sen wiu(f) 3ol r
A finar| - £
§ 0
7. cos wiult) R
o 11, f() = lim sF(s)
33—
12, f(O+) = lim s#(s)

yrar
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Expansao em fracoes parciais

Sinais Sistemas 1

* Tipos de caso:

Capitulo 2: — (Caso 1: raizes denominador reais e distintas
Modelos Mat. de Siste. Fis) )
5 =

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Frages parciais

* Fungéo de transferéncia

+ Modelagem redes elétricas — Caso 2: raizes denominador reais e repetidas
—Malhas RLC 2 Kl K2 K1

— Circuitos com AmpOp (5) = - = + — :
« Modelagem de sistemas ( (s + 1)(s + 2)2 (s+1) (s+ 2}2 (s+2)
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

+ Sistemas Eletromecanicos — Caso 3: raizes denominador complexas

» Nao-linearidades e

linearizagédo F{.i‘) _ 3 _ 3 _ ﬂ + Kg + Kg
S+ 2545 s(sH 142D+ 1 —2) § s+ +2 0 54142

s _ KI + K2
G+DE+2) 4+ (s+2)

* Problema: encontrar os valores de K!

— Matlab como ferramenta para calculo

n

— Estudar as fungdes “poly”, “roots” e “residue”
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Sinais Sistemas 1

e Observacao importante: ordem do denominador é

Capitulo 2: maior que numerador.

Modelos Mat. de Siste. ~ . e g
* Transt. Lapace — Se nao for este o caso, deve-se: dividir N(s) por D(s)

— A equago e tabeladas SuceSSIVa mente

— Frages parciais

* Fungao de transferéncia _ Exemplo d|V|S§O

» Modelagem redes elétricas

—Malhas RLC 353 + 25265 + 7

— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas SZ + s+ 5

mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

— Exercicio:
6s* —10s3 +9s%2 4+ 95 —5
252 —4s+ 5




Sinais Sistemas 1

Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragdes parciais
* Funcéo de transferéncia
» Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

* Caso 1: raizes reais e distintas

— 02 Passo: grau denominador > grau numerador
— 19 Passo: ache as raizes do denominador (‘roots’) e as separe no

formato:
N(s) k1 k; kn
F(S) = = + ST spu—
D(s) (s—p1) (s—p2) (s = pn)
Exemplo:
32 _ 32 _ki | ks ks
s3+1252432s  s(s+4)(s+8) s (s+4)  (s+8)
— 22 Passo: Encontre cada um dos termos K, isolando-o e fazendo:
Lo Es—pmIN(s)
" s =PI —p) ks—Pm - (S —P0)|,
Exemplo:

- 32
L7 (s +4)(s+8)

s—0

— 32 Passo: reescreva a equacao completa e aplica Laplace inversa

Exemplo:

12 1
F(s)_E_(s+4)+(s+8)

y() = (1 —2e7* + 78 u(t)
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sinais sistemas 1~ ® CAS0 2: raizes reais e iguais

— 02 Passo: grau denominador > grau numerador

Capitulo 2: — 12 Passo: ache as raizes do denominador (‘roots’) e as separe no
Modelos Mat. de Siste.
formato:
* Transf. Laplace N(S) N(S)
— A equagdo e tabeladas F(s) = =
— Fragdes parciais . 113(5) (s — pl)rgcs —p2) k(s — Pn) .
* Funcéo de transferéncia 1 2 1
* Modelagem redes elétricas = (S —p )r + (S —p )r—l +t (S _rp ) + (S :+p ) Tt (S _np )
—Malhas RLC 1 1 1 2 n
— Circuitos com AmpOp Exemplo:
. Mod?lggem de sistemas 2 Kk k, k3
mecanicos (s+1) (s+2)2 ~ (s+1)  (s+2)2 = (s+2)
— Sistemas mecéanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos
» Nao-linearidades e

— 22 Passo: Encontre cada um dos termos K, isolando-o e fazendo:

linearizagao 1 di=1F, (s) .
k; = . - arai=12,..r
TG DU T dstT P
s-p1 -2 _0000
-2 _0000
z.0000
— Dica: use o cédigo em Matlab:

clear; clc; E=
numerador=2; 2 noao
denominador=poly ([-1 -2 -2]); -2.0000
-1_0000

[r, p, k]l=residue (numerador,denominador)

* Que equivale a:
2 -2 -2 k=

(s+1)+(s+2)2+(s+2) [1
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Sinais Sistemas 1

e Caso 3: raizes complexas

Capitulo 2 — < 1

Modelos Mat. de Siste. Slmllar d0 Caso 1
« Transf. Laplace 3

— A equacdo e tabeladas — EX . :

— Fragbes parciais S ( S 2 +2s+ 5)

 Funcao de transferéncia
* Modelagem redes elétricas

— Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp 3 Kl Kzs 4 K;!
* Modelagem de sistemas A = — *———
mecanicos 5(8° + 29+ 5) § S 4245
— Sistemas mecanicos
classicos 3 3 f.; 3
- / +
« Sistemas Eletromecanicos I‘(J‘) = ,(‘2 zs;._.%) = -. I s+2
« Nio-linearidades e LA L . 5 S22+ 2545
linearizagao

Fis) = 3‘ ~ 3(’ + 1) 4.-‘(!_.!_252)
s 5 Grip+d
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Funcao de transferéncia
» Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

C(s) _
R(s) ~ 0

Funcao de transferéncia

— Exemplo:

* c(t) =saida

d"c(r)
An-1""gm=1

_ (b,,,s'" + bm_lsm—l + - bo)

* Principais usos de Laplace na E.E.
— Analise em frequéncia
— Resolucao de EDO
— Modelagem e avaliacao de sistemas

* Relaciona entrada com saida.

R(s) (b + by 9™ % 5 by Cls)

_— .
(A" + a5+ 4 ag)

e r(t) é entrada

d"r(t)
drm

d™1r(t)

om0

+ -+ apc(t) = bm + -+ + bor()

 (@pS" + @p_15* 4+ ag)

> C(s) = R(s)G(s)
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Sinais Sistemas 1

* Exemplo 3: um sistema € representado pela
Capitio 2 equacao abaixo. Encontre:

Modelos Mat. de Siste.

T — A) a fungao transferéncia do sistema

— Fragdes parciais . R 4

+ Fungho do rantrtnc — B) se inserimos uma entrada r(t)=u(t), qual é a
* Modelagem redes elétricas

~ Nahas RLC saida?

— Circuitos com AmpOp
* Modelagem de sistemas d ( )
mecanicos C t

— Sistemas mecanicos

classicos d t

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

+ 2¢(t) = r(t)
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Sinais Sistemas 1

Impedance Admittance

Component Voltage-current Current-voltage Voltage-charge Z(s) = V(s)/I(s) Y(s) = I(s)/V(s)
Capitulo 2: _1 1t P L dv(t) _1 1 C
Modelos Mat. de Siste. Capagm Vi) = Clo i(x)dr n=Cc dt V) C"(') Cs g
« Transf. Laf)lace _/\/\/\,_ v(t) = Ri(t) i) = -]-v(t) v(t) = qu(l) R % -G
— A equacdo e tabeladas Resistor R dt
— Frages parciais . N
* Fungéo de transferéncia —/-0-0-0-0-\_ v(t) = LdtTm i(t) = l v(t)dr v(t) = Lﬁgt—) Ls _1_
+ Modelagem redes elétricas Inductor ! L) dt Ls
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp
* Modelagem de sistemas
mecanicos
— Sistemas mecanicos C . 1
classicos —_ a ac|tor:
« Sistemas Eletromecanicos p V(S) = — I(S)
» Nao-linearidades e Cs
linearizagao
— Resistor: V(s) = RI(s)
[ g 3|
L ,‘__'_____f,E
— Indutor:
V(s) = Lsi(s)
— Impedancia: ves)
5
— = Z(s)

I(s)
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Fungéo de transferéncia
* Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

e Exemplo 4: encontre a funcao
do circuito abaixo considerand

de transferéncia
O que sua saida é

a tensao do capacitor designada por Vc(t).

— \(‘“
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Fungéo de transferéncia
* Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

e Exemplo 5: encontre a funcao de transferéncia
do circuito abaixo considerando que a saida é
l,(t) e a entrada é a fonte de tensao v(t)

R,

— W\
v(r) Ci)

(1)

(1)

_: l‘('(”
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Fungéo de transferéncia
* Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

Circuitos com AmpOp

Entrada diferencial (v2-v1)
Impedancia de entrada muito alta
Impedancia de saida nula
Altissimo ganho

 Amplificador diferencial:

e Realimentacao:

Vo(s) _ _ Z3(s)
Vi(s) Z,(s) v, A

NN

Vils) = 1als)

e Circuitos com Amplificador operacional (AO ou AmpOp)

+V

l;ul N
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Sinais Sistemas 1 . . . . s\
* Exemplo 6: considere que a entrada do circuito abaixo é Vi(s) e a

saida é Vo(s). Encontre a funcao de transferéncia do circuito
Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste. Ry= G=
220kQ 0.1 pF

« Transf. Laplace G = L/
— A equagéo e tabeladas 5.6 pF W I\
— Fragdes parciais | £

* Fungéo de transferéncia v A vl(t)

« Modelagem redes elétricas ] - v (0
—Malhas RLC _/\N\/_ . b
— Circuitos com AmpOp R, =

* Modelagem de sistemas 360 kQ
mecanicos

— Sistemas mecanicos

classicos * Exemplo 7: dado o circuito abaixo, determine a relacao a funcao

« Sistemas Eletromecanicos

e de transferéncia do circuito (Vo(s)/Vi(s)).
C
¥
AN
R

- v,

v | —
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Modelagem de Sistemas Mecanicos

Sinais Sistemas 1

e Sistemas mecanicos classicos

Capitulo 2 Impedence
Modelos Mat. de Siste. Component Force-velocity Force-displacement Zy(s) = F(s)/X(s)
* Transf. Laplace ]
— A equacio e tabeladas Spring
— FragGes parciais — ‘1_’ vin
* Fungéo de transferéncia f() = Kf(; v(t)dr f() = Kx(1) K
* Modelagem redes elétricas ‘ ‘ ‘ . Jun
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp K
* Modelagem de sistemas
mecanicos Viscouns damper
— Sistemas mecanicos - (1)
classicos dx(t)
T t)=f vit H = Ry
« Sistemas Eletromecanicos F—* S f( ) fv ( ) f( ) fv dt f"
* Nao-linearidades e — f
linearizagio — v
Mass
B dv(t) d’x(1) 2
f(t) = MT f(f) =M an Ms
M = [(D

— Mola e massa armazenam energia
— Amortecedor perde
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Sinais Sistemas 1 . . . ~
* Exemplo 8: dado o sistema abaixo, considere sua funcao

transferéncia considerando como entrada uma forca aplicada e
Capitulo 2: , .
Modelos Mat. de Siste. saida o deslocamento produzido

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Fungéo de transferéncia K
» Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC . M
— Circuitos com AmpOp -

+ Modelagem de sistemas =
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

« Sistemas Eletromecanicos

. Nodinearidades e * Em outra forma, podemos usar:

linearizagao

—— (1)

—= fi1)

I
5

— Para mola:
F(s) =K. X(s)
— Para amortecedor:
F(s) = f,.5.X(s)

— Para massa:

F(s) = M.s?.X(s)



Sinais Sistemas 1 ) . n . . ;
* Exemplo 9: considere o sistema mecanico abaixo. Nele, é

aplicado a massa M1 uma forca f(t). Como deve ser o

Capitulo 2

Modelos Mat. de Siste. deslocamento x,(t)? Para isto, calcule a fungao transferéncia
* Transf. Laplace

—Aequa(;;oetabeladas Xz(S)/F(S).

— Fragbes parciais
* Funcéo de transferéncia
 Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC

o (1) Ualf)
— Circuitos com AmpOp - f"s | A o
* Modelagem de sistemas Tr ﬂ r) — o
mecénicos [_rl y L =y
— Sistemas mecanicos - K { ! K 3

classicos
« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

s B
,) .
I %

-




Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:
Modelos Mat. de Siste.

» Transf. Laplace
— A equacdo e tabeladas
— Frages parciais
* Funcéo de transferéncia
 Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

— Sistemas mecanicos
rotacionais

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

Sistemas eletro-mecanicos

* Motor: r,

Fixed
Ra La field

Armalurﬂ vy(1)

circuit
I,(1) =+— —

Torque

e n

Movimento

Armadura

* Equacoes: [ . __%,

Dy

On(s)  Kif(Ralm) __K

KK, 1 s(s+«
Eafs) ss+jl—(Dm+ éb)] ( )
m a
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:
Modelos Mat. de Siste.

» Transf. Laplace
— A equacdo e tabeladas
— Frages parciais
* Funcéo de transferéncia
 Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

— Sistemas mecanicos
rotacionais

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

* Equacoes auxiliares para modelagem motor:

N 2 N 2
/va=Ja+JL(~N-i) : Dm=Da+DL(ﬁ;-)

inércia

K r_ Tstall

R, €q
e
K, = —=
Wno-load
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:

Modelos Mat. de Siste.

» Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Funcéo de transferéncia
 Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

— Sistemas mecanicos
rotacionais

« Sistemas Eletromecanicos

 Nao-linearidades e
linearizagao

e Exemplo: considerando o sistema abaixo,

encontre a funcao de transferéncia

HL (S)/Ea(s)-

Fixed
field

— WV

Rﬂ
ey (1) )
_ ) -—

J,=5kg-m?
D,=2 N-m s/rad

N2= 1000

D; = 800 N-m s/rad

Speed (rad/s)



Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:

Modelos Mat. de Siste.

» Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais
* Funcéo de transferéncia
 Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

— Sistemas mecanicos
rotacionais

« Sistemas Eletromecéanicos

« Nao-linearidades e
linearizagao

Nao-linearidades e linearizacao

* N3o-linearidades:

Ax)

|

Output

* Exemplos:

Amplifier saturation

fix)

T

Output

Input

- X

fx)

Output

Motor dead zone

Input

= X
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Sinais Sistemas 1

Capitulo 2:
Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equacdo e tabeladas
— Frages parciais
 Funcao de transferéncia
* Modelagem redes elétricas
—Malhas RLC
— Circuitos com AmpOp

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

— Sistemas mecanicos
rotacionais

« Sistemas Eletromecanicos

« Nao-linearidades e
linearizagao

* Linearizacgao:

* Exemplo:

Output

Jix)

Oftxh

=fx) po—————— ————

- Ol

fxg) p======72

Input

fix)

L I

Mim—m—m———— ]

Slope =-5
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Sinais Sistemas 1

e Como linearizar:

Capitulo 2:
Modelos Mat. de Siste.

* Transf. Laplace
— A equagéo e tabeladas
— Fragbes parciais

* Fungéo de transferéncia

» Modelagem redes elétricas df
—Malhas RLC f(X) — f(xo) x —
— Circuitos com AmpOp dx

* Modelagem de sistemas
mecanicos

— Sistemas mecanicos
classicos

* Exemplo: linearize a fung¢ao abaixo proximo de

rotacionais

« Sistemas Eletromecanicos — 4
- Nao-linearidades e X - T[/

linearizagao

(x —xp) | d’f

df
o al|

Fx) = fx) +5-

(x — xp)? N
2!

X=X

(x = xo)
X=Xp

x (x) = 0
dtz d COS\x ) =



